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Aufgabe 1.1 Vereinfachen Sie folgende reelle Funktionen und Ausdriicke und zeichnen Sie diese:
Uberlegen Sie sich, ob sie dabei den Definitionsbereich verandern.

a) cos(¢)?-tan(¢)? + sin(¢)? d) e2Inv®)
b) 1—si1n(x) + 1+si1n(x) e) ln(el/x) _+_1n(eZex)
) 1—cos(¢)? f) log(x?—1)—1log(1 - x)
sin(¢)-cos(¢)

Aufgabe 1.2 Bestimmen Sie alle fehlenden Winkel und Seiten der gegebenen Dreiecke

a) Esseieny = 90% a = 50 cm und b = 78,1 cm

b) Esseiena = 179 m; b = 208,3 m und 8 = 106°

Aufgabe 1.3 Faktorisieren Sie die folgenden Funktionen

a) x> +3x2—-4 b) x*—5x2+4

Aufgabe 1.4 Berechnen Sie mithilfe voni = +/—1

a) +v/—100 d) 2 g (1+i)-(1-1)
b) v=9-25 e) i* h) (3—2i)-(5—4i)
9 /5% D (=) e

Aufgabe 1.5 Konvertieren Sie die Faktoren aus Aufgabe 1.4.g) in die Eulersche Schreibweise. Flihren Sie
anschlieBend die Multiplikation aus und konvertieren Sie das Ergebnis zurlick in die Kartesische
Schreibweise

Ist das Ergebnis identisch zu dem aus Aufgabe 1.4?

Aufgabe 1.6 Berechnen Sie alle komplexen Losungen folgender Gleichungen

a) 22 =i b) zz+%z+%=0 0zt =1

Aufgabe 1.7 Zeigen Sie:
a) (z1+2,)" =z "+z" (70

b) (z1-2)" = 2" 2" (71)
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Aufgabe 2.1 Berechnen Sie folgende Ableitungen nach x

a) x5—x4+§x3 ) %
b) x-[In(x)—1] d) sin(x™)cos(x)

Aufgabe 2.2 Diskutieren und zeichnen Sie die angegebene Funktion

fl) = x*(1-x)

Tipp: 362 = 1296; 64> = 4096

Aufgabe 2.3 Es soll ein Rechteck mit den Seitenldangen a und b in den Einheitskreis passen.

Bestimmen Sie a und b so, dass der Fldcheninhalt F = a - b maximal wird.

Aufgabe 2.4 Entwickeln Sie die Taylorreihe der folgenden beiden Funktionen bis zum einschlieBlich 2.
Taylorpolynom (3 Glieder)

a) f(x) = V1—-x b) f(x) = In(1+x)

Aufgabe 2.5 Berechnen Sie den Nullpunkt Ihres Taylorpolynoms aus Aufgabe 2.4.a)

Wie weit liegt dieser von tatsichlichen Nullpunkt entfernt?
Tipp: V12 ~ 3,46

Aufgabe 2.6 Berechnen Sie mithilfe der Regel von I'Hospital

1
lim ( n(:)), aeR
X—00 X

Aufgabe 2.7 Beweisen Sie die Summenregel der Ableitung

d N _d L d
E(z(t) y(0) = A0 E —y(0)
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Aufgabe 3.1 ,Knacken” Sie folgende Integrale

a) [10x*+4x3dx d) [ x?cos(x)dx 8 fle Ve
b) [ 8x®—12x%—10x +5dx e) [ sin(x)cos(x)dx h) f;l:O fybzo dydx
. 3/25
c) f360 cos(3x)dx f fxwz/o—xz 253 + 4dx ) fnz=1 f:zzn(1+u)dudn

Aufgabe 3.2 Zeigen Sie: Das gegebene Integral hat fir kein a € (0, 00) eine Lésung

|
—adx
x=0 X

Tipp: Betrachten Sie den Fall a = 1 gesondert.

Aufgabe 3.3 Welche Ordnung haben folgende Differentialgleichungen? (Freitag)
Sind sie gewdhnlich, linear und / oder homogen?

| Aufgabe | Ordnung | Gewdhnlich | Linear | Homogen |
a)y"+y"+y =0

b y'y-yy=1
QL0 ) = —fx, ¥)
d Lx y) = - Fx )
) k+3k = <k

) y(n) =1

Aufgabe 3.4 Bestimmen Sie die allgemeine Losung folgender Differentialgleichungen (Freitag)

a) 3y'+12y =0 b) %y’(x) = x Q) 4y"—12y'+9y = 0

Aufgabe 3.5 Bestimmen Sie die spezielle Lésung folgender Anfangswertprobleme (Freitag)

a) %Z—i+y=0 b) %y’+§y=0 ¢ y+2y =2y
y(0) =3 y(10) =1 yG)=1 y(m =0
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Aufgabe 4.1 Berechnen Sie folgende komplexe Ausdriicke

a) (i+4) + (20 —3) e) 6-(12—3i) D 5

b) (—i+5) + (5-1) f) (4i+3)-(4i—3) D
) (26—14i) — (16+4i) g) (5i+3)-(4i+1) s
d) 3i-(2-1) h) (7-2i)-(3i+5)

b (3)

Aufgabe 4.2 Es sollen alle L6sungen folgender komplexer Gleichungen gefunden werden. Zeichnen Sie diese in
die komplexe Ebene ein.

a) 224+2(-2-2i)—2i+3 =0 c)z:%
b) 22-(2+i)z+i = —1 d) 242 = V=4 f) z = e2*mi
Tipp: v—-3+4i = 1+2i.

Aufgabe 4.3 Berechnen Sie mithilfe der Logarithmengesetze:

a) log(100) ) % e) log(5x)+log(2x)
b) 1b(32) d) log(54d) —log(0,54d) f) logy(3) +logg, (9)

Aufgabe 4.4 Bestimmen Sie das Taylorpolynom von cos(x) im Punkt x, = % und beweisen Sie so, dass der
Cosinus ein um 90° verschobener Sinus ist.

Aufgabe 4.5 Berechnen Sie:

a) %exz b) ﬁln(tan(x)), 0<x<7% c) f(n—l— 1) cos(x)" - sin(x)dx
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Aufgabe 5.1 Gegeben seien die Basen B; und B,, sowie zwei Vektoren 1] der Basis 1 und v; der Basis 2.
Wandeln Sie 7] in Basis 2 und 7, in Basis 1 um.

B, = {é,€,,6}, By = {&,¢,,¢,} mit €, = 3¢; €, = %e_,:, und ¢, = 2¢;. Weiterhin sei
3 2

1= 1 | und o5 = 2
2 2

Aufgabe 5.2 Falls méglich, berechnen Sie folgende Ausdriicke. Falls nicht, geben Sie eine Begriindung an.

[ 12 0 3 7 2
a) %- 16 e) | 6 |—-| 3 | 0|x]| —-10
| 20 |12 14 | | 6 —4
[ 1,2 [ 10 3 ] .)'1 X'—1'
b) 5-| 1,6 H| 3 || -15 Pl ]*] 1]
2,0 15 1 ] i
) - - (1 1 1
[ 4 -2 [ 7 2 k) 2 || -1 x| 2
o | 3|+ 3 g | o]|-| —10 \ | 3 1 3
2 —4 6 —4 ) ] i
- - 1 1 1
[ 4 [ 10 3 D |2 |- -1 | x| 2
d | 10 +[g] h) 3 | x| —15 | 3 | 1 ] 3
2 |15 1

Aufgabe 5.3 Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation der angegebenen Vektorfelder:
2

x ¥z
a) V= |y b) 7 = 0
Z zsin(x)

Aufgabe 5.4 Zeigen Sie, dass V - (V x 77) = 0 ist fur jedes beliebige Vektorfeld .
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Aufgabe 6.1 Uberpriifen Sie, ob sich die folgenden Geraden / Ebenen schneiden. Falls ja, geben Sie den
Schnittpunkt bzw. die Schnittgerade an.

1 2 1 -1
a) g = 1 [+A| -1 |; & = -1 |+ 1
_1_ i 3 ] _—1_ i 1_
[ 1] [ 2] [ 1] [ 1]
b) & = 1 | 4+A| -1 |; & = -1 [+2| -1
_1_ i 3_ _—1_ i 1_
-1 -1
c) E: 4x; —3x,+x3=18; g = 1 |+2] -1
1 1

d) E;: 2x;+Xxy—x3=-1; E;: —Xx;+3xy—2x3=4

Aufgabe 6.2 Liegen die Punkte (1]3]-6) und (5|-5|4) auf folgender Ebene?

E: 2x1+x2—x3 =1

Aufgabe 6.3 Gegeben Sei die Ellipse 2x? + 5y — 20x + 49 = 0 in der x/y-Ebene. Schneidet sie folgende Ebenen
und wenn ja, in welchen Punkten?

—4 2 1
a) E = 2 | +A| 1 | 4+u| 1 b) E: x+2z2 =5
-3 2 1
Aufgabe 6.4 Wiederholung: Gegeben Sei das skalare Potential der Erdanziehungskraft: (r) = — G%.

a) Berechnen Sie die ersten beiden Taylorpolynome an der Stelle r = r,, dem Radius der Erde.

b) Ersetzen Sie jetzt (r — r,) durch z und G% durch g. Auflerdem konnen Sie die Konstante weg lassen, da

ein Potential immer eine frei wihlbare Konstante hat. Wenn Sie richtig gerechnet haben, erhalten Sie folgende
Néherungsformel fiir das Gravitationspotential in der Nahe der Erdoberfléche:

b~ gz— L
re
¢) Berechnen Sie hieraus die wirkende Beschleunigung @ = —grad(®).

d) Zeigen Sie explizit, dass das Kraftfeld Wirbelfrei ist, d.h. rot(@) = 0.
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Aufgabe 7.1 Bilden Sie das Produkt AB aus folgenden Matrizen:

S

Il
o w o
O O
92 [N V)

o]

Il
o VR B
O = O
_= O O

Aufgabe 7.2 Zeigen Sie z.B. anhand der Matrizen aus Aufgabe 7.1, dass im allgemeinen gilt AB # BA.

Aufgabe 7.3 Bestimmen Sie die Transponierten der folgenden Matrizen

1 2 3 2 1
A= 4 -3 B = i 0 -1
3 0 0 7 -1

Aufgabe 7.4 Gegeben seien zwei Matrizen A und B. Zeigen Sie, dass Matrix B die Inverse von Matrix A ist, bzw. A
die Inverse von B.

1 0 3 1 -8 6 9
A= |2 =31 B=-—-|-3 -1 5
1 2 2 Bl 7 2 -3
Aufgabe 7.5 Ermitteln Sie die Inverse von A:
-4 8
=[5
Aufgabe 7.6 Berechnen Sie die Determinante von:
4 3 2
A=[zg] B=|10 -1
5 2 2

Aufgabe 7.7 Beweisen Sie, dass (AB)" = BTAT.
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Aufgabe 8.1 Gegeben sind folgende Vektoren in kartesischen Koordinaten.
Wandeln Sie diese um in Polar- bzw. Zylinder und Kugelkoordinaten.

1 0
10 3 -10v2
Aufgabe 8.2 Integrieren Sie:
2 1 2 3
) [, o [o_ox*dxdy o L, [F,  xdydx
D) [ [ [T e=dzdyd O [ [ dzdyd
x=0J y=yq z=zoe zdyax x=0Jy=0Jz=0 zdyax

Warum miissen Sie bei den Aufgaben ¢) und d) die Reihenfolge beachten?

Aufgabe 8.3 Berechnen Sie das Volumen eines Zylinderrings mit dem inneren Radius R;, dem duBeren Radius R,

und der H6he h
Ra
N—— 1)

7

Aufgabe 8.4 Ein Rechteck der Lange h und der Breite R rotiert um die x-Achse. Dabei entsteht ein Zylinder.

a) Berechnen Sie das Volumen des Zylinders durch geschickte Integration.

b) Berechnen Sie das Volumen des Zylinders mithilfe der Guldinsche Regel. R

Aufgabe 8.5 Beweisen Sie die 2. Guldinsche Regel mithilfe der Definition des Schwerpunktes:

3
S=--| pdzdp
A Ja
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Aufgabe 1.1 Vereinfachen Sie folgende reelle Funktionen und Ausdriicke und zeichnen Sie diese:
Uberlegen Sie sich, ob sie dabei den Definitionsbereich verandern.

a) cos(¢)?-tan(¢p)? +sin(¢)? = 2-sin(¢)? d) e2hv¥) = x

Erweiterung des D. bei ¢ = =+ {%n; %n; %7’[; o} Erweiterung des D. auf x <0
e) In(e'*) +1In(e%e*) = % +2+x
b) 1; + —— = cos(x)? Der Definitionsbereich wird nicht verdndert.
—sin(x) 1+sin(x)
Der Definitionsbereich wird nicht verandert. )
, f) log(x*—1)—log(l1—x) = —log(—x—1)
o) =@ — pan(¢) Der Definitionsbereich wird nicht verdndert.

sin(¢)-cos(¢)
Erweiterung bei ¢ = +{...; —27; —7; 0; «t; 27; ...}

Aufgabe 1.2 Bestimmen Sie alle fehlenden Winkel und Seiten der gegebenen Dreiecke

a) Esseileny =90%a=50cmund b =78,1cm =
¢c=092,73cm; a=32,63% f =57,38°

b) Esseiena = 179 m; b = 208,3mund 8 = 106° =
¢ =68,06m; a=55,69% y=18,31°

Aufgabe 1.3 Faktorisieren Sie die folgenden Funktionen

a) x> +3x2—4 = (x —1)(x +2)? b) x*—5x2+4 = (x+1)(x —1)(x +2)(x —2)

Aufgabe 1.4 Berechnen Sie mithilfe voni = +/—1

a) +v/—100 = £10i di2= -1 2 (1+i)-(1-i) =2
b) v=9-25 = £15i e) it =1 h) (3—2i)-(5—4i) = 7—22i
) /o = D (=)* =i D=5

Aufgabe 1.5 Konvertieren Sie die Faktoren aus Aufgabe 1.4.9) in die Eulersche Schreibweise. Fihren Sie
anschlieBend die Multiplikation aus und konvertieren Sie das Ergebnis zurtick in die Kartesische
Schreibweise

Ist das Ergebnis identisch zu dem aus Aufgabe 1.4?
(1+)(1—1i) = vV2e4"-v/2e 4" = 2° = 2 (Natiirlich kommt das Selbe heraus.)

Aufgabe 1.6 Berechnen Sie alle komplexen Losungen folgender Gleichungen

A z22=i = z:ﬂ:%(1+i) b) zz+%z+§=0 = zz—iﬂ:i 0 zt=1= ze{l;i; —1; —i}

Aufgabe 1.7 Zeigen Sie:

a) (z1£2)" = (x;+iy; 2 x2iy,)" = x3—iy; +Ex, Fiy, = (0 +iy) (e +iyy)" = 2" £2,"

b) (21-22)" = (X1x2 — y1Y2 +i(X1Y2 + ¥1X2))" = X1X3 = y1Y2 —i(x1 Y2+ y1X2) = (X7 —iy1)(Xy —iy2) = 2" 25"
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Aufgabe 2.1 Berechnen Sie folgende Ableitungen nach x

a) L(x®—x*+1x%) = 5x% —4x®+x o Ly = (fi;fc‘)iz
b) %(x [In(x)—1])" = In(x) d) :—x(sin(x”)cos(x)) = nx"!cos(x™) cos(x) — sin(x") sin(x)

Aufgabe 2.2 Diskutieren und zeichnen Sie die angegebene Funktion

flx) = x*-(1-x)

Nullstellen: x =0 V x =1
Extrema: Tiefpunkt (0]0); Hochpunkt (0,8]0,08192) s w P
Wendepunkte: WP (0,6/0,05184) o2

Aufgabe 2.3 Es soll ein Rechteck mit den Seitenldangen a und b in den Einheitskreis passen.

Bestimmen Sie a und b so, dass der Fldcheninhalt F = a - b maximal wird.
Esista = b = %

Aufgabe 2.4 Entwickeln Sie die Taylorreihe der folgenden beiden Funktionen bis zum einschlieBlich 2.
Taylorpolynom (3 Glieder)

) f(x) = VI-x ~ 1-3x— x> b) £(x) = In(1+x) ~ x—Lx?

Aufgabe 2.5 Berechnen Sie den Nullpunkt Ihres Taylorpolynoms aus Aufgabe 2.4.a)

Wie weit liegt dieser von tatsichlichen Nullpunkt entfernt?
Der Nullpunkt der Taylorreihe liegt bei x = 1,46 und ist damit 0,46 vom realen Nullpunkt x = 1 entfernt

Aufgabe 2.6 Berechnen Sie mithilfe der Regel von |'Hospital

. (In(x) . < 1. (1
lim - = lim — | = -lim|—) =0, aeR
X—00 X x—oo \ X o x—oo \ X
Aufgabe 2.7 Beweisen Sie die Summenregel der Ableitung

z2(t+h)xy(t+h)—2z(t)F y(t))
h

= lim
h—0

%(z(t):l:y(t)) = }115%( (z(t+h)—z(t)iy(t+h)—y(t)) _

h h

h) - h) - d d
m (W) :|:}11i_r}(]) (M) = az(t)ﬂ:a.}’(t)

h—0
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Aufgabe 3.1 ,Knacken” Sie folgende Integrale

a) f10x4+4x3dx = 2x°+x*+C
b) [8x®—12x?—10x+5dx = 2x*—4x®—5x2+5x+C

9] f360-cos(3x)dx = 120sin(3x)

d) f:zoxzcos(x)dx = [(xz—2)sin(x)+2cos(x)J:=0 = —2m

e) fsin(x)cos(x)dx = %sin(x)2+C = —%cos(x)2+C
V25, _ 1 37° _ 19

f) fx:O X2/ 2x3 +4dx = 5 [y2]y:4 =3

8 f2:1%=—é[~7—3x]2 =

x x=1

=

h) f:zoszodydx = ab

—
—~

fnz:l f:=2 n(1+uw)dudn = 12

Aufgabe 3.2 Zeigen Sie: Das gegebene Integral hat fur kein a € (0, 00) eine Lésung

o0 o0 1
x)dx = —dx
L:o fa(x) Jx:o e
Betrachten wir zunéchst den Fall ¢ = 1:

Dann ist das Integral ausfithrt: F;(x) = In(x) Der In(x) geht fiir x — 0 gegen —oo und fiir x — oo gegen +o00. Damit
kann das Integral fiir a = 1 keine Losung haben.

Ist0 < a < 1, sowird die Stammfunktion F,(x) = a_—_ll xal_

aber fiir x — oo geht x*~! — 0 und xa%l — oo und das Integral hat ebenfalls keine Lésung.

7. Dann ist die Potenz von x negativ. Damit ist F,(0) = 0,

Es bleibt als letztes der Fall @ > 1 zu diskutieren:
-1 1

Hier ist die Stammfunktion ebenfalls F,(x) = 7T Jetzt ist aber die Potenz von x positiv. Damit ist

lim, ,(F,(x)) = 0und lim,_,,(F,(x)) = o0, sodass das Integral ebenfalls keine Losung besitzt.

Zusammenfassend hat das Integral fiir keinen der Werte @ > 0 eine Losung was mit der Behauptung aus der Auf-
gabenstellung dquivalent ist.
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Aufgabe 3.3 Welche Ordnung haben folgende Differentialgleichungen? (Freitag)
Sind sie gewdhnlich, linear und / oder homogen?

| Aufgabe | Ordnung | Gewdhnlich | Linear | Homogen |
ay”"+y"+y =0 3 ja ja ja
b)y'y-yy =1 2 ja nein nein
QL0 ) = —fx, ) 1 ja ja ja
d %(x, y) = — %(x, y) 1 nein ja ja
e) k+3k = %k 2 ja ja ja
f)y®W =1 n ja ja nein

Aufgabe 3.4 Bestimmen Sie die allgemeine Lésung folgender Differentialgleichungen (Freitag)

a) 3y’+12y =0 b) %y’(x) =x c) 4y”"—12y'+9y =0
y=Ce® y = 5x*+C y = C-eb™

Aufgabe 3.5 Bestimmen Sie die spezielle L6sung folgender Anfangswertprobleme (Freitag)

a) 124y =0 b) 2y’ +%y =0 Q) j+2y =2y
y(0) = 32 y(10) =1 yG)=1 y(m) =0
y =3 y =& y = sin(x)-e¥ 2
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Aufgabe 4.1 Berechnen Sie folgende komplexe Ausdriicke

a) (i+4)+@2i—-3) = 1+3i e) 6-(12—3i) = 72—18i D= —3i

b) (=i+5)+(-i) = 10 f) (4i+3)-(4i—3) = —25 [ QI - ¥
3i+4 5 5

©) (26—14i)— (16+4i) = 10—10i g) (5i+3)-(4i+1) = —17—-17i [ S _ 1949
5-i 2 2

d) 3i-(2—1i) = 3+6i h) (7-2i)-(3i+5) = 41+11i

—

1\3 _ 1.
D () = g
Aufgabe 4.2 Es sollen alle Lésungen folgender komplexer Gleichungen gefunden werden. Zeichnen Sie diese in

die komplexe Ebene ein.

a) 224+2(—2-2i)—2i+3 =0 < d) z+2i = V-4 & 2z = {0; —4i}
z=—1 V gz =243i

e) 2zt = ¢ o
b) 22—(2+i)z+i= -1 < z=1 V z=1+i g = {edl; GHN, (G JGH3mi

c)z=%\/31+i & oz = 275{eTsl; eBs™; oT™} f) z = & —e2ax —7,3801
Tipp: v—-3+4i = 1+2i.

Aufgabe 4.3 Berechnen Sie mithilfe der Logarithmengesetze:

a) log(100) = 2 9] % =2 e) log(5x)+log(2x) = 1+2log(x)

b) 1b(32) =5 d) log(54d) —log(0,54d) = 2 f) logy(3) +1logg;(9) =1

Aufgabe 4.4 Bestimmen Sie das Taylorpolynom von cos(x) im Punkt x, = % und beweisen Sie so, dass der
Cosinus ein um 90° verschobener Sinus ist.

Esistcos’(x) = —sin(x), cos’(x) = —cos(x), cos”(x) = sin(x), cosP(x) = cos(x),
Weiterhin ist cos(%) = 0 und sin(g) = 1. Damit sind alle geraden Ableitungen an der Stelle % gleich 0 und die
Ungeraden Ableitungen alternieren zwischen +1 und -1. Fiir das Taylorpolynom von cos(x) an der selben Stelle ergibt

sich also:
0 COS(H)( ) TN ( 1)m+1 T 2m+1
cos(x) = Z nl ( _E) - Z(2m+1)| (X_E)

=0
Fiir den Sinus an der Stelle 7 ergibt sich analog:

sin(mr) = 0, sin'() = cos(n) = —1, sin”(n) = —sin(w) = 0, sin”/(n) = —cos(n) =

sin(0) = sin(0) = 0, ... Damit ist

. 00 ™(0) . (=1)m+t 2m+1
sin(x) = ;Sln () Z(z +1)'( _g)

Aufgabe 4.5 Berechnen Sie:

2

a) %ex = e -2x b) %ln(tan(x)), 0<x<7 ) f(n + 1) cos(x)" - sin(x)dx

= cotan(x) + tan(x) = cos(x)*!
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Aufgabe 5.1 Gegeben seien die Basen B, und B,, sowie zwei Vektoren v; der Basis 1 und v, der Basis 2.

Wandeln Sie 7] in Basis 2 und 77, in Basis 1 um.

B, = {er, 6,6} By = {&,€,6} mit €& =36; ¢ =
[ 3] 1

= 36, +€,+2¢ = e'[l+%e_v',,+4e',j = 4

1

xXyz 2

6

= 2¢,+2¢,+2¢, = 66, +e, +4e, = 4

xXyz 1

1

2

¢, und €,

2e‘}',. Weiterhin sei

Aufgabe 5.2 Falls moglich, berechnen Sie folgende Ausdriicke. Falls nicht, geben Sie eine Begriindung an.

[ 12 3
a) ;- 16 | = | 4 2
| 20 5
[ 1,2 [ 6 ]
b) 5-| 1,6 | = 8 h)
| 2,0 | 10 |
[ 4 -2 ] [ 2
o | 3 |+]| 3 = 6 i
i 2 —4 i i -2
[ 4 Geht nicht, da die beiden Vektoren
Q) 10 |+ 4 unterschiedlich viele Dimensionen j)
5 0 haben und aus unterschiedlichen
- Vektorrdumen stammen.
[ o 3] -3
| 6 |-] 3| =1-9 k)
|12 14 | -2
[ 10 3 ]
f) 3 -15 | =0
| 15 1| D

7
0
6

[ 10

3

|15

w N =

X

2

-10

—4

—-10

228
35
—-159

60
40
—70

Geht nicht, da das Kreuzprodukt
nur fiir Vektoren der Dimension 3
definiert ist.

Geht  nicht,
1 da das Kreuz-

x | 2 produkt nur
3 fir Vektoren
definiert ist.
1
x| 2 =0
3

Aufgabe 5.3 Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation der angegebenen Vektorfelder:

v

a)

b)

<L

x
y = Vi=1+1+1=3; Vx7 =
z

yz?
0 = Vi=sinx); Vx7i=
| zsin(x)

0
0
0

0

2yz — 2 - cos(x)




Aufgabe 5.4 Zeigen Sie, dass V - (V x 77) = 0 ist fur jedes beliebige Vektorfeld 7.

a(x; y; 2)
Sei vV = b(x; y; z) |.So gilt:
c(x; y; 2)
a 5—;—%
N N _ 2 2 2 2 2 2
V- (Vx#) =V (Vx| b |)=V- g—g—d— =;j(—dCy ﬁ ﬁ—ﬁ—ﬁy—ﬁ:o
(o E_E
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Aufgabe 6.1 Uberpriifen Sie, ob sich die folgenden Geraden / Ebenen schneiden. Falls ja, geben Sie den
Schnittpunkt bzw. die Schnittgerade an.

[ 1] [ 2 1 ] [ -1 ]
a) g, = 1 | +A| -1 |; & = -1 [+2 1 = Es gibt keinen Schnittpunkt.
| 1 ] | 3 | | -1 |1
[ 1] [ 2] [ 1] [ 1] -3
b) & = 1 (+A]| -1 |; & = -1 |+2| -1 = Schnittpunkt ist 3
| 1] | 3] | -1 ] |1 ] -5
-1 -1
c) E: 4x; —3x,+x3=18; g = 1 |+2] -1 = Es gibt keinen Schnittpunkt.
1 1
-1 1
d) E;: 2x;+x9—x3=-1; E;: —x;+3xy,—2x3=4 = Schnittgerade ist 1 |+A] 5
0 7

Aufgabe 6.2 Liegen die Punkte (1]|3]-6) und (5|-5|4) auf folgender Ebene?

E: 2x1+x2—x3 =1

Einsetzen in die Ebenengleichung liefert fiir den ersten Punkt 11 = 1 und fiir den zweiten 1 = 1. Damit liegt der erste
Punkt nicht auf der Ebene, der zweite schon.

Aufgabe 6.3 Gegeben Sei die Ellipse 2x? + 5y2 — 20x + 49 = 0 in der x/y-Ebene. Schneidet sie folgende Ebenen
und wenn ja, in welchen Punkten?

Fiir beide Aufgaben ist es ratsam, die Ebenen zunéchst mit der x/y-Ebene (z = 0) zu schneiden, da nur dort ein Schnitt-
punkt vorliegen kann. Dies vereinfacht die Gleichung. Anschliefend setzt man das Ergebnis in die Gleichung fiir die
Ellipse ein und berechnet die Schnittpunkte.

—4 2 1
a)ﬁz 2 | 4+A[ 1 | 4+uf 1 > b) E: x+22 =5 = x=5 =
-3 2 1 0
. . 1
—_— -1 0 y == % = Schnittpunkte sind: | £
Ey, = [ 5 +l[ 1 ] = 0
(5-2)2 = — % = Es gibt keinen Schnittpunkt.
Aufgabe 6.4 Wiederholung: Gegeben Sei das skalare Potential der Erdanziehungskraft: ®(r) = — G%.

a) Berechnen Sie die ersten beiden Taylorpolynome an der Stelle r = r,, dem Radius der Erde.

M M M
‘I’(T‘) ~ —G Erde +G E;de —2G E;de
re re T'e




b)

)

d)

Mfrzde durch g. Aullerdem konnen Sie die Konstante weg lassen, da

ein Potential immer eine frei wihlbare Konstante hat. Wenn Sie richtig gerechnet haben, erhalten Sie folgende
Néherungsformel fiir das Gravitationspotential in der Nahe der Erdoberflache:

Ersetzen Sie jetzt (r — r,) durch z und G

b~ gz— L
re
0
Berechnen Sie hieraus die wirkende Beschleunigung @ = —grad(®) = —V® = —g 0
Z
1- 2;
£(1-22)-0
Zeigen Sie explizit, dass das Kraftfeld Wirbelfrei ist, d.h. rot(@) = Vxd = —g | o_ di 1-92% = 0.
X Te
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Aufgabe 7.1 Bilden Sie das Produkt AB aus folgenden Matrizen:

= AB =

hS

I
o W o
O O
92 N V)

o]

1
[N
o = O
= O O
O W
O O
92 NN V)

Aufgabe 7.2 Zeigen Sie z.B. anhand der Matrizen aus Aufgabe 7.1, dass im allgemeinen gilt AB # BA.

BA = # BA

O W o
O R R
gaua N

Aufgabe 7.3 Bestimmen Sie die Transponierten der folgenden Matrizen

1 2 3.2 1 1 4 3 3 i 0
A= | 4 -3 B=|1i 0 -1 =>AT=[2_30]BT= 2 0 7
3.0 0 7 ~—i 1 -1 —i

Aufgabe 7.4 Gegeben seien zwei Matrizen A und B. Zeigen Sie, dass Matrix B die Inverse von Matrix A ist, bzw. A
die Inverse von B.

1 0 3 L [-8 6 9
A= | 2 -3 1 B=_—.| -3 -1 5
1 2 2 13 7 —2 -3

Einfachste Losung: Berechne A-B = 1

Aufgabe 7.5 Ermitteln Sie die Inverse von A:

Aufgabe 7.6 Berechnen Sie die Determinante von:

5 6 4 3 2
|A|=H2 3”=5-3—2-6=3 Bl =l 10 -1]||=-9
5 2 2

Aufgabe 7.7 Beweisen Sie, dass (AB)" = BTAT.

(AB)T = (Cij)T = Cji = Zajmbmi = meiajm = ZbTimaij = BTAT
m m
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Aufgabe 8.1 Gegeben sind folgende Vektoren in kartesischen Koordinaten.
Wandeln Sie diese um in Polar- bzw. Zylinder und Kugelkoordinaten.

a)[lo]g[m] c)'—10\/§]§[20] "
0 0 | —10v2 ; 0 1
v3 | | % d|1]= z
1 ~0,9553

Aufgabe 8.2 Integrieren Sie:

2t e = 2 2 s 2 _ 32 _ 1n2
3) fY:O fx:ox dXdy ~ 3 ) fx=0fy=x—1x dydx - 3 10§
1 ¥ z _ 1 2x x+y
b) fx=o y;yo fz;zo e®dzdydx = y1ay0 - (e9%1 — 9%0) d) fx:Ofy=0 =0 dzdydx = ‘g‘

Warum miissen Sie bei den Aufgaben c) und d) die Reihenfolge beachten?
Die Reihenfolge muss beachtet werden weil die Grenzen des inneren Integrals von der Variable des dufieren Integrals
abhéngen.

Aufgabe 8.3 Berechnen Sie das Volumen eines Zylinderrings mit dem inneren Radius R;, dem duBeren Radius R,
und der Héhe h

R,
R

Rq h 21
vV = f f f pd¢ dzdp = mh(R,—R?) g
p=R; Jz=0J ¢$=0

Aufgabe 8.4 Ein Rechteck der Ldnge h und der Breite R rotiert um die x-Achse. Dabei entsteht ein Zylinder.

a) Berechnen Sie das Volumen des Zylinders durch geschickte Integration.

R h 2
vzf f j pdp dzdp = mhR? ‘ h
p=0J2z=0J ¢p=0 o A
b) Berechnen Sie das Volumen des Zylinders mithilfe der Guldinsche Regel. R
Wie man leicht erkennt, liegt der Schwerpunkt bei S = g. Die Flache
ist A = h-R. Damit ergibt sich fiir das Volumen V = 2nSh = mhR2. -

Aufgabe 8.5 Beweisen Sie die 2. Guldinsche Regel mithilfe der Definition des Schwerpunktes:

v
S=--| pdzdp
A Ja

Sei f(p;z) eine Funktion, welche die aufspannende Flache beschreibt, d.h. f(p;2) = 1, wenn (p|z) ein Punkt auf der
Flache ist, ansonsten 0. Dann lasst sich das Volumen des Rotationskorpers wie folgt berechnen:

2m
vV = de = ff flp;2)-pd¢ dzdp = Zn'f Jf(p;z}p dzdp = 2n~fpdzdp = 2nS-A
1% pJzJ¢p=0 pJz A




